Как дети образуют математические понятия 

(Жан Пиаже, работа 1953 г.)

Пиаже начинает с заявления: «Это большая ошибка – думать, что ребёнок приобретает понятие числа и другие математические понятия непосредственно в обучении. Наоборот, в значительной степени он развивает их самостоятельно, независимо и спонтанно». Далее он утверждает, что если пытаться навязать ребёнку математические понятия преждевременно, когда он ещё внутренне не готов к этому, то ребёнок может их выучить, но только словесно, формально, «настоящее понимание приходит только с его умственным ростом».

Для подтверждения своих слов Пиаже рассматривает ряд опытов.

1) Если ребёнка 5 или 6 лет научить считать, скажем, до 10, то он будет называть числа и сможет правильно пересчитать 10 камешков, выложенных в ряд. Однако, если выложить их в виде более сложной фигуры, или нагромоздить кучкой, то будут частые ошибки. «Хотя ребёнок знает названия чисел, но ещё не уловил существенной идеи числа, а именно, что число объектов в группе остаётся тем же, «сохраняется», независимо от того, как их растасовать или расположить». Вместе с тем, часто обнаруживалось, как ребёнок от 6,6 до 7 лет, которого не учили считать, спонтанно формировал понятие числа: если ему дать, скажем, 8 кусочков синего и 8 кусочков красного картона, то он установит, располагая их попарно «1» к «1», что число красных кусочков такое же, как и синих, и что обе группы остаются равными по числу, независимо от формы, которая придаётся им в дальнейшем. 

2) На опыте соотнесения «1» к «1» можно проследить также типичное развитие понятия числа с возрастом. Если выложить в ряд 8 кусочков красного картона на расстоянии 1 см друг от друга и попросить ребёнка взять из ящика столько же синих кусочков, то ребёнок 5 лет и моложе будет выкладывать синий ряд такой же длины как красный, но кладя синие кусочки вплотную друг к другу. Ему кажется, что если длина ряда такая же, то и число такое же. В возрасте около 6 лет дети уже кладут синие кусочки напротив красных и получают правильное число, но если теперь раздвинуть красный ряд, увеличив промежутки между соседними кусочками, то дети 6 лет будут считать, что в более длинном ряду большее количество кусочков. И лишь в возрасте от 6,6 до 7 лет дети твёрдо усваивают, что если сдвигать или раздвигать ряд, то количество кусочков в нём остаётся тем же. (Аналогичные результаты даёт эксперимент с бусинками, положенными в прозрачные сосуды). 

Пиаже формулирует вывод о том, что «дети должны уловить принцип сохранения количества, прежде чем они могут образовать понятие числа». Поскольку сохранение количества является скорее логическим, чем числовым понятием, то проведённые Пиаже эксперименты по детской психологии показывают, что утверждение многих математиков о том, что понятие числа предшествует логическим понятиям несостоятельны.

Далее Пиаже исследует формирование геометрических идей у ребёнка. Вначале формируются понятия замкнутости и открытости, близости и удалённости, взаимного расположения фигур (внутри или вне друг друга) и лишь гораздо позже возникают понятия перспективы и расстояния.

Пиаже описывает эксперименты по построению прямой линии из столбиков между двумя столбиками, поставленными на столе экспериментатором. Дети до 4 лет ставят столбики рядом друг с другом. После 4 лет ребёнок может выстроить прямую линию, если крайние столбики стоят так, что она параллельна краю стола (или есть возможность равнять её по лежащей или нарисованной на столе прямой), но если поставить крайние столбики на столе произвольно, то он начнёт сначала выстраивать свою линию от одного столбика параллельно краю стола, а затем в какой-то момент станет менять направление, стремясь подойти к другому крайнему столбику, и линия получится кривой. Лишь около 7 лет ребёнок уверенно строит прямую линию, где бы ни были расположены крайние столбики. При этом он проверяет её так же, как это делают взрослые (скажем, строители): закрывает один глаз и просматривает направление другим глазом.

Второй эксперимент таков: на стол сажается кукла, перед ней кладётся предмет, ориентированный в определённом направлении, например, карандаш, лежащий поперёк, по диагонали или вдоль линии взора куклы, затем ребёнку предлагают из трёх рисунков выбрать тот, на котором изображено, как кукла видит предмет. Лишь не ранее 7–8 лет ребёнок может правильно вывести угол зрения куклы. Сходный опыт можно провести, попросив ребёнка предсказать, какую форму будет иметь тень от предъявленного ему предмета.

Не ранее 9–10 лет появляется способность координировать разные перспективы. Если усадить ребёнка младше этого возраста с противоположной экспериментатору стороны стола, поставить между ними цепь заметно различающихся гор, сделанных из картона, и попросить ребёнка выбрать из предъявленных ему рисунков соответствующий его видению горной гряды, а затем видению гряды сидящего напротив экспериментатора, то он выберет один и тот же рисунок – он считает, что его точка зрения является единственно возможной. Самое поразительное, что если ребёнок поменяется местами с экспериментатором, то он будет считать , что его новая точка зрения является единственно правильной; он не сможет воспроизвести вид с точки зрения, которая была его собственной непосредственно перед этим! Дети должны проделать значительную эволюцию, чтобы где-то между 9 и 10 годами начать различать и координировать разные возможные перспективы.

В геометрии дети тоже приходят к принципам сохранения. Первым формируется принцип сохранения длины. Если положить друг на друга два равных блока, а затем сдвинуть один, то ребёнок 6 лет будет утверждать, что блоки уже не равны. Только к 7 годам он начинает понимать: сколько блок «выигрывает» на одном конце, столько он «теряет» на другом. Важно отметить, считает Пиаже, что ребёнок приходит к этому понятию о сохранении длины путём логического заключения. Ещё один эксперимент: если между двумя маленькими игрушечными деревьями, стоящими на расстоянии друг от друга, поместить стену из куска толстого картона и спросить ребёнка (естественно, на его языке), находятся ли теперь деревья на том же расстоянии друг от друга, то самые маленькие дети думают, что расстояние изменилось – они просто не могут сложить две части расстояния в одно общее расстояние; дети 5–6 лет думают, что расстояние уменьшилось, указывая, что ширина стены не считается расстоянием (заполненное пространство не имеет для них такого же значения, как пустое пространство); только в возрасте около 7 лет дети приходят к пониманию того, что промежуточные предметы не меняют расстояния.

Пиаже делает вывод: «Как бы вы не проверяли, вы всегда обнаруживаете следующее: дети не доходят до принципа сохранения длины или площади, пока где-то около 7 лет не открывают обратимости, которая показывает, что первоначальное количество остаётся тем же… Таким образом, открытие логических отношений является предварительным условием образования геометрических понятий, как это имеет место при образовании понятия о числе».

